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Resume. — L'objet de ce texte est de montrer la conjecture CEP,F{y) pour certaines 
representations semi-stables, et la conjecture 5-z,^{V) pour certaines representations cristallines. 
Les deux ingredients principaux sont d'une part le calcul de nombres de Tamagawa en utilisant 
une variante des resultats de Fontaine-Laffaille et de Bloch-Kato, et d'autre part les resultats 
de continuite de I'exponentielle de Bloch-Kato montres par Perrin-Riou. 

Abstract. — The purpose of this article is to give a proof of the CEP,F{y) conjecture for some 
semi-stable representations and of the (5zp(^) conjecture for some crystalline representations. 
There are two major ingredients: first, the computation of Tamagawa numbers using a variation 
on results of Fontaine-Laffaille and of Bloch-Kato, and second some continuity results for Bloch- 
Kato's exponential which were proved by Perrin-Riou. 
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Introduction 

Soit p un nombre premier 7^ 2 et F une extension finie non ramifiee de Qp. L'objet 
de ce texte est de montrer les conjectures CEP,FiV) de Fontaine et Perrin-Riou pour les 
representations semi-stables V, dont tons les sous-quotients irreductibles W satisfont les 
proprietes suivantes: 

(1) W est cristalline; 

(2) la longueur de la filtration sur DdR(iy) est < p — 1; 

(3) W satisfait au moins une des deux conditions ci-dessous: 

(a) les poids de Hodge- Tate de W sont dans [— (p — 2);p — 1]; 

(b) if : Dcris(W^) — Dcris(W^) est semi-simple |^en p~^ pour tout j G Z (on dira dans 
la suite que W est (/^-semi-simple) . 

Comme corollaire et ingredient de la demontration, on montre la conjecture Szp{V) de Perrin- 
Riou pour les representations cristallines V, dont tons les sous-quotients irreductibles W 
satisfont les proprietes suivantes: 

(1) W est cristalline; 

(2) la longueur de la filtration sur DdR(iy) est < p — 1; 

(3) W est (^-semi-simple. 

Rappelons le contenu de la conjecture CEP,FiV)- Si V est une representation semi-stable 
de Gp, soient Dcris(^), DdR(^) et t(y) = DdR(l^)/ Fil° DdR(l^) les invariants associes a 
V par la theorie de Fontaine, via les anneaux Bcris et B^r. Dans la suite, T denotera un 
Zp-reseau de V. Comme t{V*{l))* ~ Fil°DdR(K), on a une suite exacte: 

> t{v*{i)y > DdR(v) > t{v) > 

qui permet d'identifier detQpDdR(l^) a detQpt(V") ^ detQ^t(l^*(l)), et une suite exacte (cf. 



> H%F,V) > BUV) BUV)®m H\F,V) ^^^^ 

T>crUv*{i)y(Bt{v*{i)y '''^ '''^'^'^^'> T>,rUv*{i)y — > h\f,v) — > o 

provenant de la suite exacte fondamentale et de sa duale, qui definit des isomorphismes 
ev : A^(V) - AepAV). ou 



/\f{V) = detQi^DdR(r) ® detQ^ Ind^^ V, 



•^^^Si E est un iC-espace vectoriel, on dit que f : E ^ E est semi-simple en a £ 7^ si ker(/ — a)nim(/ — a) — 0. 
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r*(j) 



et 

AepAV) = ®o<.<2det[^-;)'ff^(F, V) ® detq^ Indg^ V. 

Soit 

^EP,F,'L,{V) = e-y^ {®^<i<2d.^i%f'E\F, T) ® detQ^ Indg^ 

c'est un sous Zp-module de rang 1 de /S.F{y), et la conjecture CEP,F{y) propose une formule 
qui permet de le calculer. Posons hj{V) = dimi.(FiF DdR(y)/ FiF+^ DdR(r)), tniV) = 

J2jezJ ■ ^i(^)' et 

sij>l, 
(-l)V(-j)! sij<0. 

Si u; G Ap{V), soient $,v{^) G Qp le coefficient de t~*H{v) ^g^^g pj^iage de to par I'isomor- 
phisme de comparaison /\p{y) t~*^*^^''Qp et rfy^oj) = \$^y{uj)\p (si V est semi-stable, la 
definition de rjv est plus compliquee, mais nous n'utiliserons que le cas cristallin). 
La conjecture Cep,f{V) de Fontaine et Perrin-Riou pent alors s'enoncer ainsi: 

Conjecture 0.1 {CEP,F{y)). — Pour tout oj G Ai?(V), on a 

^EP,F,7.,{V) = Z, ■ det (-^ I DeHs(^*(l))) nr*(-Jr'^"^^^'^^'^''^W(^)^- 

Le resultat principal de cet article est que la conjecture ci-dessus est vraie pour une 
representation cristalline irreductible, dont la longueur de la ffitration est < p — 1, et qui est 
soit (y9-semi-simple, soit a poids de Hodge- Tate dans [—{p — 2);p — 1]. Comme la conjecture 
CEP,F{y) est stable par suite exactes, on en deduit: 

Theoreme 0.2. — La conjecture CEP,F{y) est vraie pour les representations semi-stables 
V de Gp, telles que tous les sous- quotients irreductihles de V sont des representations 
cristallines dont la longueur de la filtration est < p — 1, et qui sont soit ^p- semi- simples, 
soit a poids de Hodge-Tate dans [—{p — 2);p — l]. 

Comme ingredient et corollaire de nos calculs, nous montrons aussi la conjecture SzpiV) de 
Perrin-Riou (on renvoie a [111.2| pour des rappels sur les constructions de Perrin-Riou) pour 
les representations cristallines irreductibles yj-semi-simples dont la longueur de la filtration 
est < p — 1. Comme la conjecture SzpiV) est stable par suite exactes, on en deduit: 

Theoreme 0.3. — La conjecture 6zp{V) est vraie pour les representations cristallines V de 
Gp, telles que tous les sous- quotients irreductibles de V sont des representations cristallines 
ip- semi- simples dont la longueur de la filtration est < p — 1. 
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Remarquons que I'on conjecture que les representations qui "viennent de la geometrie" sont 
(/7-semi-simples. Disons quelques mots sur la demonstration. Ces resultats sont deja connus 
pour les representations V qui n'ont qu'un poids de Hodge- Tate, et on suppose done que V 
n'a pas de sous-quotient qui est une tordue d'une representation non-ramifice. On commence 
par calculer les nombres de Tamagawa de V, pour de telles representations V satisfaisant de 
nombreuses restrictions sur leurs poids de Hodge- Tate. On en deduit certains cas de la con- 
jecture Cep,f- Ensuite, on utilise la construction de Perrin-Riou pour determiner comment 
se comporte CEP,F{y) quand on twiste V. Ceci nous permet de demontrer simultanement 

I. Representations cristallines 
I.l. Rappels et notations 

On se donne un nombre premier p ^ 2, et F est une extension finie non-ramifiee de 
Qp. Soit Qp une cloture algcbrique de Qp et Cp = Qp sa completion p-adique. On pose 
Gp = Gal(Qp/F). On pose aussi F„ = F{iJpn) et Foo est dcfini comme etant la reunion des 
Fn- Soit Hp le noyau du caractere cyclotomique x '■ GF^Z^et Tp = Gp/Hp le groupe de 
Galois de F^o/F qui s'identifie via le caractere cyclotomique a Z*. 

Dans la suite, V sera une representation p-adique de Gp. Soient Bcris et BdR les anneaux 
de periodes construits par Fontaine. Rappelons que Bcris est une F-algcbre munie d'un 
Frobenius (/? et que B^r est une F-algebre munie d'une filtration. Les principales proprietes 
dont nous ferons usage sont le fait que Ton a une inclusion A : Bcris —>■ B^r, et la "suite 
exacte fondamentale" : 

> Qp > Bcris Bcris BdR/B+, > 0. 

Si V est une representation p-adique, on pose Deris (1^) = (Bcris <8)Qp V)*^^, c'est un F-espace 
vectoriel de dimension < d — dimQp(y) et on dit que V est cristalline s'il y a egalite. 
On definit de meme DdR(y) et les representations de de Rham. Le F-espace vectoriel 
Dcris(^) est muni d'un Frobenius (p, et DdR(y) est muni d'une filtration Fil (qui definit une 
filtration sur Dcris(l^) via I'inclusion Xy : Dcris(^) — DdR(F)). Les entiers j E Z tels que 
Fir^ DdR(y) 7^ Fir^+^ DdR(y) sont appeles les poids de Hodge-Tate de V. 

On dira que V est </7-semi-simple si (f : Deris (1^) — ^ Deris (1^) est semi-simple en p"^ pour 
tout j eZ. 

Dans tout cet article, a et 6 seront deux nombres entiers tels que a < 0, 1 < 6 et b—a < p—1. 
On s'interessera aux representations cristallines dont les poids de Hodge-Tate sont dans [a; b]. 
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1.2. Construction de reseaux 

Nous aurons besoin de rappeler et preciser certaines des constructions de [^j. Les resultats 
que nous obtenons sont de legeres variantes de "Fontaine-Laffaille" (cf. [^). 

Pour a < 6 G Z, soit MF^^f la cate gorie (abelienne) des OiT'-modules D libres de type 
fini, munis d'une filtration decroissante {FiI*Z)}j telle que Fir'^D = D et Fir"+^D = 0, 
et d'une application ip : D ^ D telle que D = J2iezP~^v(P^^^^)- dira que D est 
fortement divisible. Soit MF^^*^ la sous-categorie pleine de MF^^^ constituee des objets 
D tels que ip : D ^ D est de pente > —b (il est equivalent de demander que le yj-module 
sous-jacent a D n'a pas de partie de pente —b). De meme, MF^*'''' est la sous-categorie 
pleine de MF^^' constituee des objets D tels que ip : D ^ D est de pente < —a et 
j^pg*;H _ MFg;-'] n MFgf 1. 

Ensuite, on definit Rep|.°jg comme etant la categorie des Zp-modules libres de type fini T 
qui sont des reseaux d'une representation cristalline V a poids de Hodge- Tate dans [a; b]. Soit 
-f^^Pcris*' 1^ sous-categorie pleine de Rep^^j^ constituee des objets T tels que V n'a pas de 
sous-objet isomorphe a Vo{b) avec Vq non-ramifiee. De meme, Rep^'J*/^ est la sous-categorie 
pleine de Rep["|g constituee des objets T tels que V n'a pas de quotient isomorphe a Vo(a) 
avec Vo non-ramifiee, et Rep|,"*/*' = Rep^'J*,'''' fl Rep["|g*^. 

Si = 0F[[7r]], muni d'un Frobenius ip et d'une action de Fi? semi-lineaires et definis 
par les formules 

(^(vr) = (1 + Trf - 1 et 7(7r) = (1 + Tr)'^^^) - 1, 

rappelons que Ton a construit dans ^ un foncteur T i— > N{T), de Rep|,"jg' dans la categorie 
des A^-modules libres de type fini, munis d'une action de Fi? triviale sur N{T)/ti et d'une 
application : 7r^A^(r) 7r^A^(T) telle que N {T) / ^* {-k^ N {T)) est tue par q^"'' (ce fonc- 
teur est defini dans |l|] pour les representations V = Q,p ®Zp T dont les poids de Hodge- Tate 
sont negatifs, et on I'etend par la formule N(T) = 7T~^N{T{h))). 

On a defini pour i G Z, FiF A^(T) = {x E N(T),ip{x) G gW(T)}. Revenons au cas oii 
b — a < p — 1. 

Lemme I.l. — Le ip-module D = N{T)/tt, muni de la filtration induite, est un objet de 
MF^^f. 

Demonstration. — C'est un resultat de Wach (cf [0, theoreme 3]). Donnons-en une demon- 
stration redigee un peu differemment. Quitte a tordre, on se ramene au cas ou 6 = 0. II est 
trivial que ip(FiV' D) C p'D, et il suffit done de voir que la filtration est admissible ou, ce qui 
revient au meme, que la filtration Fily induite par celle de N{y)/Ti coincide avec celle de 
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N{T)/iT. Nous allons done montrer que Fily D C FiV D (I'autre inelusion est triviale), pour 
1 < i < p - 1 {sii >p, alors Fily D = 0). 
Si 7 est un generateur de Tp, posons 

T.(7) = (1 - X(7)~S)(1 - x(7)-%) ■ ■ ■ (1 - Xil)-^'~'h)- 

Si X G N{T) est dans Fily N(T), c'est done qu'il est Fimage modulo vr de x G N{V) tel que 
ip{x) G q^N(y), et tel que Ton puisse ecrire x = Xq + nyi avec Xq G N(T) et yi G N{V). 
On a rj(7)x = Tj(7)xo + vr^^j avec yi G A^(V^)- Comme Ti(7)x G FirA^(V^), et comme 
7r^?/i G FiF A^(V) trivialement, on a Ti(7)xo G FiP A^(V) n A^(r) = FiP N{T), ce qui fait que 
Ti{'y)x G FiP D. Si i < p — 1, alors Tj(7) agit par une unite p-adique sur D et done on a bien 
X G Fir D. □ 



Lemme 1.2. — Si T e Rep^";'' est un reseau d'une representation cristalline V et D = 
N{T)/tt, alors le determinant de I'isomorphisme de comparaison Bcris ®Zp T ^ Bcris ^ 
appartient a t*^^^^C^„, ■ 

Demonstration. — Tout d'abord, par [|J], le determinant de I'inclusion A"*" N{T) C 
A+ ®Zp T appartient a 7r*«(^)(A+)*, et done a 7r*«(^)(A^)*01 . 

Ensuite, rappelons que Deris (V^) = (B^^^g^ ®a+ ^(T))^'', et done que D C Deris (^) 
s'identifie a I'ensemble des x G (B^g ^(^))^^ tels que x(0) G N(T)/n. Le determinant 

de I'inclusion B^g^^ (^o^ C B^g^^ A^(T) calcule dans des bases de D et N(T) est done 
egal a (log(l + 7r)/7r)*«(^)c/(7r) ou d(7r) G (B+)* et rf(0) G 0*p. On en deduit le resultat. □ 

Proposition 1.3. — Si D e MF^^'^*\ alors il existe T G RepS tel que N{T)/7i ~ D. 

Demonstration. — Commengons par remarquer que si yU = {p/{q — 'n'^^^)) G A^, alors n est 
inversible dans A^, et pour tout s > 0, fi'^q'^ = p'^ mod vr^^^. 

Quitte a tordre D, on se ramene au cas oii 6 = et done Fif D = D. Si < ri < 
• ■ ■ < f'd < P — 1 sont les sauts de la filtration, alors dans une base de D adaptee a la 
filtration, la matrice de ip est egale a PqA ou Pq = Diag(p''i, • ■ ■ yP^"^) et A G GL(c/, 0^?). 
On pose P = Diag(g''^/i''^ ■ ■ ■ , q^'^i/'^)A ce qui fait que P est une matrice a coefficients dans 
A^, egale modulo vr^"^ a la matrice de ip sur D. De plus, si 7 G Fp, alors 7(P^^)P G 
Id +7rP-i M(c/, A+). On ecrira j{P'^)P = Id +nP-^Q. 
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Pour terminer la preuve, il suffira de construire pour 7 G r^r une matrice H = G 
M{d,Ap) telle que Ton puisse definir Taction de 7 sur N(T) par = Id+n^'^H^, c'est-a- 
dire telle que ■j{P)G^ = ip{G^)P. Cette equation est equivalente a: 

II suffira done de montrer que I'application X ^ X ~ qP^^'~f{P^^)ip{X)P de M{d, Ap) dans 
lui-meme est surjective. II est clair que si F G 7rM((i, A^), alors la serie 

Y + q^-^^{p-^MY)P + q^-^^{p-^Mq'-'^{p-^))ip\YMP)P + ■■■ 

converge vers X G vr M{d, A^) tel que X — q^^^'-f{P~^){p{X)P = Y. II suffit done de montrer 
que I'application X 1-^ X —pP^^{PoA)^^ip{X)PoA de M{d, Op) dans lui-meme est surjective. 
Le fait que ip : D ^ D n'a pas de partie de pente implique que nr=o V^"~*(-Po^) ~^ quand 
n ^ 00 et done que si F G M((i, Op)-, alors la serie 

Y + f-\P,A)-^^{Y)P,A + f-\P,A)-^^{f-\PoA)-^)^\Y)^{P,A)P^A + ■■■ 

converge vers X G M(rf, Op) tel que X - p'p-^{PqA)-^^{X)PqA = Y. □ 

Remarque 1.4- — La meme demonstration montre que si D G MF^*'''', alors il existe 
T G Rep^'Jjg tel que N{T)/'k ~ D. En effet, dans la demonstration ci-dessus, si D n'a pas 
de partie de pente p — 1, alors Y\^^Qip^{jF~^{PQA)~^) quand n 00. 

Corollaire 1.5. — Le foncteurT ^— > N{T)/7c est une equivalence de categories de Rep^^j^*' 
dans MFg*l et de Rep^f dans MPg;'"'. 

Demonstration. — La proposition f]^ ci-dessus en construit un quasi-inverse. □ 
Definition 1.6. — On ecrira abusivement Y)cns{T) = N{T)/7[. 

Corollaire 1.7. — SiT G Rep["|g*^ est un reseau d'une representation cristalline V , alors 
on a des isomorphismes canoniques 

Dcris(T)/(l - (/.)Fil°Dens(T) ~ Ext^p[„^„(Id,,,Dcris(T)) - H}{F,T). 



F 



Demonstration. — Rappelons que G [a; h\ ce qui fait que I'objet trivial Ido est dans MF|^^^ 
et que 6 > 1, ce qui fait que Idi5 G MFg|J;*l Lefait que T G Rep^^j^*^ implique que -D(T) est 
aussi dans MfJ^'''*'. Le corollaire resulte alors de I'equivalence de categories ci-dessus. □ 
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II. Calculs de nombres de Tamagawa 

II. 1. L'exponentielle de Bloch-Kato 

Rappelons que les anneaux de Fontaine Bcris et Bjr sont relies par la "suite exacte fon- 
damentale" : 

> Qp > Bcris — ^ Bcris © Bdn/B^j^ > 0, 

et que si Ton tensorise par V et que Ton prend la suite exacte longue de cohomologie associee 
a (■)'^^, on trouve le debut de la suite exacte de I'introduction: 

(1) . H^{F,V) > Dcris(l^) Dcris(V)©t(V) H\F,V) 

L'image de exp^^y est 

Hj{F, V) = ker {H\F, V) ^ H\F, Bcris V)) , 

et la deuxieme moitie de la suite exacte de I'introduction s'obtient en dualisant, et en utilisant 
un theoreme de Bloch et Kato qui dit que Hj{F, V) et Hj{F, V*{1)) sont orthogonaux. 

Si V est une representation cristalline, alors Dcris(V^)/(l — V^)Fil°Dcris(^) — Hj{F,V) et 
par [|2|, lemma 4.5]: 

Proposition II. 1. — L' application que Von deduit de 1 — 

Dcris(V^)/Fil°Dcris(l^) Dcris(V^)/(l - <^)Fil°Dcris(l^) ^ i^) (F, ^) 

coincide avec l'exponentielle de Bloch-Kato exp^^ : Deris (^)/Fil°Dcris(^) Hj(F,V). 
Ceci nous donne une suite exacte 

(2) > H%F,V) > Dcris(l^)'^=' > Dcris(^)/Fil°Dcris(F) 

Dcris(V)/(l-<^)Fil°Dcris(V^) > Dcris(V^)/(l " ^)Dcris(V^) > 0. 

On a aussi une suite exacte bete: 

(3) > T>cns{Vr=' > Dcris(V^) 

BcrisiV) > Dcris(l^)/(1 - ^)Dcris(l^) > 0. 



II. 2. Nombres de Tamagawa 

On suppose toujours que 0, 1 G [a; b] et que b — a < p — 1. Rappelons que par definition, si 
iOt{v) est une base de detzp(Dcris(7')/Fil°Dcris(7')), alors Ta,mp{V) est le coefficient de uj~^y-^ 
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dans I'image de detzH^{F,T) det^^ H}{F,T) dans detz^(Dcris(T)/Fil°Dcris(T)) par la 



suite exacte 



. H%F,V) . BUV) 



D„is(V^)©D,Hs(V^)/Fil°D„is(V^) > H}iF,V) > 0. 

Si Ton combine le corollaire la proposition [1I.1| , et les suites exactes | et |, on trouve 
que: 

Proposition II. 2. — Si T e Repj^^*^ est un reseau d'une representation cristalline V, 
dors TamJ(y) e Z;. 

Rappelons la proposition ||^, C.2.6] qui fait le lien entre les nombres de Tamagawa et la 
conjecture Cep,f- 

Proposition II. 3. — Si to = ujt{v*{i)) ® ^t(y) ^ ^f(^); alors 

Aep,f,z,{V) = Z, ■ det (-^ I BUV*m ^ o,'L 

Tamp(v/*(1)) 

La proposition ci-dessus et le lemme f]^ nous permettent de montrer Cep.f{V)'- 

Proposition II. 4- — Si T G Repj^J*/*' est un reseau d'une representation cristalline V, 
alors la conjecture CEP,F(y) est vraie. 

Demonstration. — Comme les poids de Hodge- Tate de V sont tons dans [—{p — 2);p — 1], 
les facteurs T*{—j) qui interviennent dans la definition de AEp,F,Zp(y) sont des unites p- 
adiques. La conjecture CEP,FiV) suit alors du fait que Tamp{V) et Tamp(\^*(l)) G Z*, 
puisque si V est cristalline a poids dans [a; b] C [—{p — 2);p — 1], alors V*{1) est cristalline 
et T*(l) G Rept^i"'^*'^'-"^*] avec [1 - 6; 1 - a] C [-{p - 2);p - 1]. □ 

Corollaire II. 5. — SiT e Rep2*f"^*^ est un reseau d'une representation cristalline V, 
alors la conjecture CEP,FiV{i)) est vraie pour tout i G {0, —1, ■ ■ ■ , — (p — 2)}. 



III. L'exponentielle de Perrin-Riou 
III.l. Rappels sur l'exponentielle de Perrin-Riou 

Soit Ai;' le sous-groupe de torsion de Fi;' et Fi = x^^(H-pZp) ce qui fait que Te — A^? x Fi. 
On pose A = Zp[[Ff]] et n{TE) = Qp[Ae] ^q^ ^^(Fi) ou n{Ti) est I'ensemble des /(71 - 1), 
avec 7i G Fi, 011 /(T) G QpffT"]] est un serie formelle de rayon de convergence > 1. 
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Rappelons que le resultat principal de Perrin-Riou dans []5| est la construction, pour une 
representation cristalline V, d'une famille d'applications 

dont la propriete principale est qu'elles interpolent les applications "exponentielle de Bloch- 
Kato". Plus precisement, pour h,j ^ 0, le diagramme 



--n,V(j) 



Fn0F^cvis{V) > H\Fn,V{j)) 

est commutatif, oil A et S„ y sont deux applications un pen compliquees a decrire. Nous 
utiliserons le fait que Twi Qv,h{T^^i = —^v(i),h+i on d^i est une base de Dcris(Zp(— 1)). 

Perrin-Riou a propose une conjecture relativement au determinant de Qv,h- Posons 

j>l-h 

X Qv,h [detA(A Dcris(V^)) ®a det],'HlJF, V) ®a detAH]jF, V)] . 

Perrin-Riou a montre que 6{flv) ne depend pas de h, et theo 3.4.2] que 6{Qv) ^ Qp®Zp A; 
elle a de plus conjecture que 6{flv) est une unite de Qp ®Zp A. Ceci a ete montre par Colmez 
0. Colmez a en fait montre la conjecture Rec(\^), qui affirme que pour les accouplements 
naturels sur HjjF, V) x H}JF, V*il)) et sur HiV) D,hs(V^) x HiV) De,is(K*(l)), 
I'adjoint de fly^h est essentiellement I'inverse de flv*ii),i-h- Cela implique que 6{Qv)^{^v*(i)y 
est une unite de Qp (8>Zp A, et done de meme pour 6{Qv) et 6{Qv*(i))- 

III. 2. La conjecture 5zpiV) 

Soient T un reseau de et M un reseau de Deris (V"), tels que le determinant de I'isomor- 
phisme de comparaison entre Bcris ®Zp T et Bcris '^Of ^ appartient a t^^^^^O^^^^^, et cu la 
base de Ap{V) que Ton en deduit. Posons: 

j>l-h 

X Qv,h [detA(A ®zp M) ®a det^'i^Ll^, ^) ®a det^H^jF, T)] . 
On pent alors enoncer la conjecture 6zp(y): 

Conjecture III.l (5zp(V^)). — On a 5zp(f^y) G A*. 
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On voit que A^, le dual de Ap, est compose des zu\ < i < p — 2 ou zu est \e caractere 
de Teichmiiller. Pour i G Z/(p — 1)Z, on notera Cj I'idempotent associe a w*. Le fait que 
Twi i7y,/j(Twi = -^v(i),h+i implique: 

Lemme III. 2. — On a Twi(5zp(^^v) = ^Zp(^y(i))- En particulier, on a ei+i5zp(^v) = 
ei5z,(l^y(l)). 

L'ingredient principal dont nous avons maintenant besoin est une formule qui relie (5zp(^v) 
et CEP,F{y), formule qui est montree sous une forme un peu differente dans § (il faut faire 
attention au fait que les notations de 0] et de ne sont pas vraiment compatibles, la 
definition de n'est par exemple pas la meme): 

Proposition III. 3. — SiV est une representation cristalline, et si ip est semi-simple en 
1 et p^^ sur Dcrisiy) , alors 

iez 

En particulier, la conjecture Cq ■ 6zp{V) est equivalente a la conjecture CEP,F{y)- 

Demonstration. — Comme la conjecture Rec(\^) est maintenant demontree, le theoreme ||5|, 
3.5.4] est vrai en tout generalite (il n'y a plus de "grain de sable"). En prenant la cq- 
composante de la formule 3.5.4] de Perrin-Riou, on trouve la formule ci-dessus (si / G 
Qpi^iZp A, alors /(O) est par definition la projection de / dans eo-Qp®Zp A/(l— 71) ~ Qp). □ 

On en deduit done que si V est y9-semi-simple, alors la conjecture dz^iV) est equivalente 
a la reunion des conjectures CEP,Fiyii)) pour i G {0, —1, ■ ■ ■ , —{p — 2)}. En particulier: 

Corollaire III. 4. — SiT e Repj^°jf est un reseau d'une representation cristalline cp- 
semi-simple V, alors la conjecture Szp{V) est vraie. 

Le fait que Twi (5(fiy) = 6{Qv(i)) montre que SzpiV) et Szp(y{l)) sont equivalentes. De 
plus, Perrin-Riou a montre Szp{V) pour les tordues de representations non-ramifiees. Ceci 
imp li que done: 

Proposition III. 5. — SiV est une representation cristalline (p- semi- simple et irreductible, 
dont la longueur de la filtration est < p — 1, alors Szp{V) et CEp,F{y) sont vraies. 

Finalement, Perrin-Riou a montre que les conjectures 6zp (cf [^, 3.4.9]) et Cep,f (cf |^ 
C.2.9]) sont stables par suites exactes, ce qui fait que Ton a: 
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Theoreme III. 6. — La conjecture CEP,Fiy) est vmie pour les representations semi-stables 

V de Gp, telles que tous les sous- quotients irreductihles de V sent des representations 
cristallines dont la longueur de la filtration est < p — 1, et qui sont soit (p-semi-simples, 
soit d poids de Hodge-Tate dans [— (p — 2);p — 1]. 

Theoreme III. 7. — La conjecture S^piV) est vraie pour les representations cristallines 

V de Gp, telles que tous les sous- quotients irreductihles de V sont des representations 
cristallines (p-semi-simples dont la longueur de la filtration est < p — 1. 

Remarquons que Ton conjecture que si V "vient de la geometrie", alors ip est semi-simple 

SUr Deris ( 
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